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Osittaisdierentiaaliyhtälöt ovat fysiikassa yksi keskeisimmistä matemaatti-
sista välineistä [1]. Fysiikassa keskitytään ymmärtämään luonnon peruslake-
ja, joille on ominaista se, että ne ovat pitkälti deterministisiä eli systeemin
tuleva käyttäytyminen voidaan ennustaa, kun sen alkutila ja sitä kuvaava laki
tiedetään [2]. Tällöin saadaan selville, miten systeemiä kuvaavat parametrit
muuttuvat pienellä aikavälillä, ja tämän relaation matemaattinen kuvaus on
usein osittaisdierentiaaliyhtälö [2]. Fysiikan ongelmien tarkempi kuvaami-
nen ei kuitenkaan aina ole kovin suoraviivaista, sillä systeemiä kuvaavat lait
pätevät paremmin yksinkertaistetuille tilanteille.
Tässä Pro gradu-tutkielmassa perehdytään fotoelektronispektroskopiassa
ilmenevään ongelmaan, jonka ratkaisemiseen tarvitaan sekä pallotrigonomet-
riaa että Legendren polynomeja. Fotoionisaatiossa atomeista tai molekyy-
leistä voi irrota elektroneja, kun niihin osuu fotoni, jolla on riittävän suuri
energia. Irronneet elektronit voidaan havaita detektorilla, jonka sisätuloau-
kon koko on äärellinen. Usein oletetaan, että detektorit havaitsevat elektro-
neja vain tietyllä kulman arvolla, vaikka todellisuudessa detektori havaitsee
elektroneja tietyllä kulma-aukeamalla. Tutkielman tarkoitus onkin selvittää,
millainen vaikutus tällä yksinkertaistamisella on kulmajakaumaparametrin
arvoon.
Pallotrigonometria ja sen tutkimus johtaa juurensa käytännön tarpeisiin
mitata matkaa ja navigoida paikasta toiseen maapallon pinnalla sekä löytää
työkaluja maapallon tutkimiseen ja kuvantamiseen karttojen avulla. Pallotri-
gonometriaa tarvitaan fysiikan ongelmien ratkaisemiseen siis tilanteissa, jois-
sa tarkastellaan pallopinnalla määriteltyjä funktioita. Tutkimuksen kohteena
pallotrigonometriassa ovat kaaret eli ympyröiden kehien osat pallon pinnalla
olevien pisteiden välillä. Pisteen paikka kolmiulotteisessa avaruudessa voi-
daan määritellä kolmen suureen avulla. Ne voivat olla kolme suorakulmaista
koordinaattia, mutta muitakin vaihtoehtoja on. Yksi hyvin usein käytetty
vaihtoehto on pallokoordinaatisto, jossa paikka ilmoitetaan kahden kulman
θ ja φ ja etäisyyden r avulla. [3]
Legendren polynomit muodostavat ortogonaalisen järjestelmän, jolla on
valtava määrä matemaattisia ominaisuuksia [1]. Näiden ominaisuuksien joh-
dosta Legendren polynomeilla onkin monenlaisia yhteyksiä sekä matema-
tiikan että fysiikan sovelluksissa [1]. Tutkielmassa tullaan näyttämään, et-
tä nämä Legendren polynomit saadaan myös dierentiaaliyhtälöiden ratkai-
suina. Fysiikassa Legendren dierentiaaliyhtälöä tarvitaan, kun ratkaistava-
na on Laplacen operaattori pallokoordinaateissa. Legendren polynomit mah-
dollistavat myös pallofunktioiden ilmaisemisen ortogonaalisina polynomeina,
kun pallotrigonometrian ominaisuuksia yhdistetään Legendren polynomien
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ominaisuuksiin[4].
Luvuissa 1, 2 ja 3 esitetään lyhyt teoria avaruuskulmasta, pallotrigono-
metriasta ja Legendren polynomeista. Lisäksi luvussa 4 selitetään tarkemmin,
millainen on Laplacen dierentiaaliyhtälön ratkaisu pallokoordinaatistossa.
Näihin ei paneuduta kuitenkaan kovin syvällisesti, sillä tutkielman pääpaino
on ratkaista fotoelektronien kulma-aukeamaan liittyvä ongelma fotoelektro-
nispektroskopiassa. Luvussa 6 tämän ongelman tausta esitetään tarkemmin,
mutta ennen tätä luvussa 5 perehdytään siihen, mistä Legendren polynomit
tulevat fysiikan ongelmiin. Tarkasteltavalle ongelmalle esitetään kaksi erilais-
ta ratkaisutapaa, joista toisessa tarvitaan enemmän Legendren polynomien
tuloksia. Vaikka eri ratkaisutapojen avulla saadut yhtälöt ovat hieman eri-
näköiset, niiden antamat tulokset ovat kuitenkin ekvivalentit keskenään. Lu-
vussa 6 käsitellään tuloksia ja lasketaan, millainen virhe kulmaparametrin
arvolle syntyy, kun spektrofotometrin detektorin oletetaan olevan pistemäi-
nen, vaikka se ei sitä todellisuudessa ole.
3
1 Avaruuskulma
Määritelmä 1. Avaruuskulma Ω on pallon pinnalla olevan pinta-alan A





Määritelmä 2. Kun käytetään pallokoordinaatteja, niin avaruuskulma voi-










missä θ ja φ ovat atsimuutti- ja elevaatiokulmat (Kuva 1). [5]
Kuva 1: Leveysaste θ ilmaisee pohjois-etelä-suuntaisen sijainnin ja pituusaste
φ itä-länsi-suuntaisen sijainnin pallon pinnalla.
Pallokoordinaatistossa tilavuuselementit saadaan seuraavasta dierentiaalis-
ta [6].
dV = r2 sin θdrdθdφ (4)
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2 Pallotrigonometria
Määritelmä 3. Olkoon P r-säteinen (r > 0) pallo, jonka keskipise on O.
Pallon ja tason T leikkausta kutsutaan isoympyräksi, jos taso T kulkee keski-
pisteen O kautta. Tason T leikatessa pallon etäisyydellä x keskipisteestä O,
missä 0 < x < r, tason T ja pallon P leikkausta kutsutaan pikkuympyräksi.
[3]
Määritelmä 4. Olkoon A, B ja C r-säteisen pallon pisteitä P siten, et-
tä yksikään isoympyrä ei sisällä niitä kaikkia ja r > 0. Tällöin pallokolmio
ABC muodostuu isoympyrän kaarien yhdisteestä ÂB ∪ B̂C ∪ ĈA, missä
ÂB, B̂C, ĈA < 180◦. Kaaria kutsutaan kolmion sivuiksi ja kaarien leikkaus-
pisteitä kolmion kärjiksi. [3]
Kuva 2: Pallokolmio ABC.
Lause 1. Pallotrigonometrian (Kuva 2) kosinilause on
cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosα (5)
Todistus. Olkoon ABC pallokolmio ja O tämän ympyrän keskipiste.
Olkoon kaaren AC tangentti pisteessä C OE ja kaaren AB tangentti
pisteessä B OD siten, että kulmat ^OAE ja ^OAD ovat suoria kulmia.
Nyt kulma ^EAD on yhtä suuri kuin pallokolmion kulma ^A = α ja kulma
^EOD vastaa nyt kaaren pituutta a. (Katso kuva 3.)
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Kuva 3: Pallotrigonometrian kosinilauseen todistaminen.
Nyt tasogeometrian kosinilauseen nojalla saadaan, että
DE2 = AD2 + AE2 − 2 · AD · AE · cosα (6)
ja
DE2 = OD2 +OE2 − 2 ·OD ·OE · cos a (7)
Lisäksi saadaan, että
OD2 = AD2 +OA2 (8)
ja
OE2 = AE2 +OA2 (9)
Vähennetään yhtälöstä (6) yhtälöt (7)-(9). Tällöin














cos a = cos b cos c+ sin b sin c · cosα
[3]











Todistus. Olkoon ABC pallokolmio ja O tämän pallon keskipiste.
Kuva 4: Pallotrigonometrian sinilauseen todistaminen.
Olkoon P mielivaltainen piste janalla OA ja D piste tasolla OBC siten, että
jana PD on kohtisuorassa tasoa OBC vastaan. Lisäksi olkoon E piste janalla
OB siten, ettäDE ja OB ovat kotisuorassa keskenään. Vastaavasti F on piste
janalla OC siten, että DF ja OC ovat kohtisuorassa keskenään.
Koska PD on kohtisuorassa tason OBC suhteen, niin se muodostaa suo-
ran kulman jokaisen tällä tasolla olevan suoran kanssa. Siten
PE2 = PD2 +DE2 = PO2 −OD2 +DE2 = PO2 −OE2
ja kulma ^PEO on suora kulma. Tällöin
PE = OP sin(^POE) = OP sin c
ja
PD = PE sin(^PED) = PE sin β = OP sin c sin β.
Vastaavasti
PD = OP sin b sin γ,
joten












Tässä osiossa perehdytään Legendren polynomeihin sekä assosioituihin Le-
gendren polynomeihin. Assosioiduille Legendren polynomeille käytetään myös
nimitystä Legendren liittofunktiot tai Legendren liittopolynomit. Lisäksi lu-
vussa 4.4 esitellään Schmidtin assosioidut Legendren polynomit. Jotta asso-
sioitujen ja Schmidtin assosioitujen Legendren polynomien merkinnät eivät
sekoittuisi keskenään, niin merkitään assosioituja Legendren polynomeja nyt
merkinnällä Pn,m ja Schmidtin assosioituja Legendren polynomeja P
m
n . Lu-
vussa 4.3 esitetään lyhyesti myös normalisoitujen ja assosioitujen Legendren
polynomien P n,m teoria.
3.1 Peruskäsitteitä
3.1.1 Funktioavaruus
Määritelmä 5. Funktioavaruus on sellainen funktiojoukko F , jolla on seu-
raavat ominaisuudet
1. joukon F funktioilla on sama määritysjoukko W ,
2. af + bg ∈ F aina, kun f, g ∈ F ja a, b ∈ R, missä (af + bg)(x) =












Määritelmä 6. Funktioavaruuden F sisätulo on kuvaus, joka liittää jokai-
seen avaruuden F funktiopariin (f, g) reaaliluvun 〈f |g〉, ja sillä on seuraavat
ominaisuudet. [7]
1. 〈f |f〉 ≥ 0 ja 〈f |f〉 = 0 jos ja vaon jos f = ∅, missä ∅ on nollafunktio.
2. 〈f |g〉 = 〈g|f〉
3. 〈af + bg|h〉 = a〈f |h〉+ 〈g|h〉 kaikilla f, g, h ∈ F ja a, b ∈ R.
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3.1.3 Ortogonaaliset polynomit
Määritelmä 7. Funktioaavaruuden F funktiot f ja g ovat ortogonaaliset,
jos 〈f |g〉 = 0. Tälle käytetään merkintää f ⊥ g.
Funktioavaruuden F funktiojonoa (fn)∞n=1 sanotaan ortogonaaliseksi, jos
〈fj|fk〉 = 0, kun j 6= k. [7]
3.1.4 Painofunktio
Määritelmä 8. Painofunktio on välillä (a, b), missä −∞ 6 a < b 6 ∞,
määritelty jatkuva positiiviarvoinen funktio ω, jolle∫ b
a
ω(x)xndx <∞ n = 0, 1, 2, . . .
[7]
Määritelmä 9. Painofunktion ω suhteen ortogonaalinen polynomijono (ϕn)
∞
n=0




ω(x)ϕn(x)ϕm(x)dx = 0 ⇐⇒ n 6= m.
[7]
3.2 Legendren polynomit








+ n(n+ 1)Pn(x) = 0 (11)
[1]
Määritelmä 11. Legendren polynomit Pn(x) (n on polynomin aste ja x ∈









missä n = 1, 2, 3, . . . ja P0(x) = 1 ja P1(x) = x. [1], [8]
Nyt siis polynomien P1 ja P2 ortogonaalisuus perustuu polynomien P0 ja
P1 ortogonaalisuuteen jne. Näin ollen Pm ja Pn ovat ortogonaaliset ∀m < n.
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(x2 − 1)n (n = 0, 1, 2, . . .) (13)
[1]
Lause 3. Legendren polynomit ovat ortogonaalisia avaruudessa L2(−1, 1)





missä δmn on Kroneckerin delta (δmn = 1, jos m = n ja δmn = 0, jos m 6=
n.)[1]
Todistus. Tarkastellaan erikseen tapaukset, missä m 6= n ja m = n.
m 6= n Nyt yhtälön (5) mukaan
d
dx




[(1− x2)P ′m(x)] + λmPm(x) = 0,
missä λn = n(n + 1)ja λm = m(m + 1). Kerrotaan näistä yhtälöistä ylempi






























(1− x2)[Pm(x)P ′n(x)− Pn(x)P ′m(x)]
=0
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Nyt λn 6= λm, sillä m 6= n ja m(m+ 1) 6= n(n+ 1). Tällöin m(m+ 1)−n(n+
1) 6= 0, joten λm − λn 6= 0. Täytyy siis olla, että
∫ 1
−1 Pn(x)Pm(x)dx = 0, kun
m 6= n.













Osittaisintegroinnilla n kertaa ja huomioimalla, että sijoitustermi on joka
kerta nolla, koska termin (x2 − 1)n = (x − 1)n(x + 1)n derivaatat häviävät

















(x2 − 1)ndx = (−1)n · 2 · 2 · 4 · . . . · 2n













missä δmn on 0 tai 1.
Taulukossa 1 on esitetty 7 ensimmäistä Legendren polynomia ja kuvassa
5 niiden kuvaajat. [1]
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(35x4 − 30x2 + 3)
5 1
8
(63x5 − 70x3 + 15x)
6 1
16
(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)
Kuva 5: Legendren polynomien kuvaajia.
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3.3 Normalisoidut ja assosioidut Legendren polynomit
Määritelmä 13. Assosioidut Legendren polynomit ovat seuraavan dieren-
tiaaliyhtälön, missä −1 ≤ x ≤ 1 ja 0 ≤ m ≤ n (m on assosioidun Legendren













Pn,m(x) = 0 (15)
Assioidut Legendren polynomit voidaan määritellä suoraan myös kaavalla





(n−m+ 1)Pn+1,m(x) = (2n+ 1)xPn,m(x)− (n+m)Pn−1,m(x) (17)
Lause 4. Kun x = cos θ, niin assosioitu Legendren polynomi on




missä Pn(cos θ) on tavallinen Legendren polynomi. [4]
Todistus.








sillä sin2 θ + cos2 θ = 1.
Huomautus 2. Pn,0(x) = Pn(x). [9]




Huomautus 3. Kun m on pariton, Pn,m(x) ei ole polynomi.[9]
Huomautus 4. Pn,m(x) = 0, kun m > n. [9]




Pn on astetta n oleva polynomi ja n < m, joten Pn:n m:nnes derivaatta
P
(m)
n = 0. Tällöin Pn,m(x) = 0.
Taulukossa 2 on esitetty assosioitua Legendren funktiota kertaluvuilla 1
ja 2 ja kuvassa 6 niiden kuvaajat.
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Taulukko 2: Assosioitujen Legendren funktiota.
n m Pn,m(x)
0 1 0
1 1 −(1− x2)1/2
2 1 −3x(1− x2)1/2
3 1 −3
2
(5x2 − 1)(1− x2)1/2
0 2 0
1 2 0
2 2 3(1− x2)
3 2 15x(1− x2)
Kuva 6: Assioitujen Legendren funktioiden kuvaajia.




(2l + 1)(l −m)
δkl, (19)
missä δkl on Kroneckerin delta. [10]
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Määritelmä 14. Normalisoitu ja assosioitu Legendren polynomi, kun x =
cos θ, on












ja tämä on huomioitu yhtälössä (20). [4]
Lause 6. Kun normalisointi huomioidaan, niin [4]∫ 1
−1
[P n,m(x)]
2dx = 1 (21)
Esimerkki 1. Osoita, että
∫ 1
−1[P 2,1(x)]
2dx = 1, kun x = cos θ.
Ratkaisu.
Nyt P2(cos θ) =
1
2
(3 cos2 θ − 1).
Yhtälöstä (18) saadaan, että P2,1(cos θ) = 3 sin θ cos θ, joten yhtälön (20)
mukaan


























































3.4 Schmidtin assosioidut ortogonaaliset Legendren po-
lynomit
Tässä kappaleessa esitetään Schmidtin assosioidut ortogonaaliset Legendren
polynomit sekä yksi niiden avulla johdettu tulos. Tämä tulos mahdollistaa
matemaattisten ongelmien käsittelyn pallokoordinaateissa.
Määritelmä 15. Schmidtin ortogonaaliset Legendren polynomit Pmn ovat
assosioitujen Legendren polynomien numeerisia kerrannaisia.






Pn,m(θ), kun m > 0 (23)
[11], [12]
Huomautus 5. Schmidtin ortogonaalisten Legendren polynomien avulla joh-
detut tulokset huomioivat vaihekertoimen (−1)m, vaikka tätä ei olisikaan
Legendren polynomien assosioinnissa otettu huomioon. [12]







n (cos θ2) cos(m(φ1 − φ2)), (24)
missä θ1 ja φ1 kuvaavat pallopinnalla olevan pisteen A leveyttä ja itäistä pi-
tuutta. Vastaavasti θ2 ja φ2 ovat vastaavat suureet pisteelle B. Kulma Θ ku-




















Y mn (θ1, φ1)Y
m


















on normalisoitu palloharmoninen funktio. [13]
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4 Laplacen yhtälön ratkaisu pallokoordinaatis-
tossa
Määritelmä 16. Pallopinnalla olevat pisteet voidaan ilmoittaa napakoordi-
naateilla seuraavasti:
x = r sin θ cosφ,
y = r sin θ sinφ
ja
z = r cos θ,
missä 0 ≤ θ < π, 0 ≤ φ < 2π ja r > 0. (kts. kuva 1) [14]






































Ratkaistaan yhtälö (27). Tarkastellaan homogeenista harmonista funktio-
ta f(r, θ, φ) = rkg(θ, φ) avaruudessa R3, mikä on ratkaisu Laplacen yhtälölle



















(krk+1g) + rk−24S2 g
=rk−2k(k + 1)g + rk−24S2 g


















Nyt ∇2f = 0, jos ja vain jos 4S2g = −k(k + 1)
















= −k(k + 1)ΘΦ (28)
18














Koska Θ ja Φ ovat itsenäisiä funktioita, yllä oleva on mahdollista jos ja
vain jos molemmat puolet ovat yhtäsuuria vakioita µ. Tästä saadaan, että
∂2Φ
∂φ2











+ k(k + 1) sin2 θ − µ = 0 (30)
Tarkastellaan ensin yhtälöä (29). Nyt, kun huomioidaan, että Φ(φ+2π) =





ratkaisut ovat jakautuneet kahdelle funktiolle Φ(φ) = cosmφ ja Φ(φ) =
sinmφ, sillä Φ(φ) = eimφ. [14], [6]









+ (k(k + 1) sin2 θ −m2)Θ = 0,
mikä on ekvivalentti yhtälön
sin2θΘ′′ + sin θ cos θΘ′ + (k(k + 1) sin2 θ −m2)Θ = 0 (31)
kanssa. Tämä on Legendren polynomien dierentiaaliyhtälöiden muunnos.
Tätä varten tehdään muuttujien vaihtot t = cos θ ja u(cos θ) = Θ(θ) (huom!
0 ≤ θ < π). Tällöin yhtälö (31) saadaan muotoon
(1− t2)u′′ − 2tu′ +
(




u = 0 (32)
mikä on assosioitujen Legendren polynomien yhtälö, ja minkä ratkaisut Pk,m
saadaan yhtälöstä (16). Sijoituksella u(t) = (1 − t2)m/2v(t) yhtälö (32) saa-
daan muotoon
(1− t2)v′′ − 2(m+ 1)tv′ + (k(k + 1)−m(m− 1))v = 0.
Kun m = 0, niin yhtälö saadaan muotoon
(1− t2)v′′ − 2tv′ + k(k + 1)v = 0 (33)
mikä on Legendren polynomien dierentiaaliyhtälö. Yhtälöllä (33) on kah-
dentyyppisiä ratkaisuja Qk(t) ja Pk(t), joista vain Pk(t):t ovat polynomeja ja
voidaan ratkaista yhtälöstä (13). [14]
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5 Fysiikan ja Legendren polynomien yhteys
5.1 De Broglien hypoteesi
Einsteinin valon kvanttiteorian mukaan sähkömagneettisen säteilyn energia
on lokalisoitunut fotoneiksi, joiden energia on hf , missä h on Planckin va-
kio ja f taajuus. Kuten fotoneilla, niin myös massallisilla hiukkasilla (esim.
elektroneilla) on sekä aalto- että hiukkasluonnetta. De Broglien hypoteesin
mukaan sekä hiukkasten että aaltojen aallonpituus on λ = h/p, missä p hiuk-
kasen liikemäärä. Tämä on aalto-hiukkasdualismin seuraus, jolloin tietyt säh-
kömagneettiseen säteilyyn ja hiukkasiin liittyvät ilmiöt voidaan selittää joko
aalto- tai hiukkasluonteella. Esimerkiksi sähkömagneettisen säteilyn hiukkas-
luonteen avulla voidaan selittää valosähköinen ilmiö. [15]
5.2 Aaltofunktio
Hiukkasten de Broglie-aaltojen kuvaamiseen käytetään aaltofunktiota ψ [15].
Esimerkiksi x-akselin suuntaan etenevän aallon yleinen aaltofunktio on ψ =
Aei(kx−wt), missä A on aallon amplitudi, aaltoluku k = 2π/λ, kulmataajuus
ω = 2πf ja t on aika. [15]. Koska aaltofunktion amplitudi voi saada sekä
positiivisia että negatiivisia arvoja, ei se toimi sellaisenaan kuvaamaan hiuk-
kasen paikan todennäköisyyttä, vaan todennäköisyys löytää hiukkanen, jo-
ta kuvaa aaltofunktio ψ, paikasta (x, y, z) ajanhetkellä t, on verrannollinen
aaltofunktion neliöön |ψ|2 [6]. Itseasiassa |ψ(x, t)|2 kuvaa todennäköisyysti-
heyttä, jolloin todennäköisyys löytää hiukkanen pieneltä väliltä [x, x+dx] on
|ψ(x, t)|dx [6].
Hiukkasten aaltofunktiot saadaan Schrödingerin yhtälön ratkaisuina, ja
ne ovat kompleksiarvoisia funktioita, kuten aiemmin esitettiinkin jo x-akselin
suuntaan etenevälle aallolle [15]. Schrödingerin yhtälö antaa useita eri ratkai-
suja tietyille x:n ja t:n arvoille, mutta nämä kaikki ratkaisut kuvaavat samaa
fysikaalista tilaa. Voidaan siis valita yksi aaltofunktio ψ(x, t) edustamaan
fysikaalisesti ekvivalentteja tiloja [6]. Kun hiukkaseen liittyvä aaltofunktio
tiedetään, hiukkaseen liittyvät suureet voidaan laskea odotusarvoina [6].
Hiukkasen paikka on suure, jolla ei ole fysikaalista sisältöä ennen kuin
se mitataan. Mittaustuloksen mahdolliset arvot noudattavat aaltofunktion
itseisarvon neliön määräämää todennäköisyysjakaumaa ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2.
Jotta tämä statistinen tulkinta olisi voimassa, täytyy hiukkasen löytyä var-
muudella jostain päin avaruutta. Eli täytyy siis olla, että∫ ∞
−∞
|ψ(x, t)|2dx = 1.
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Tätä kutsutaan aaltofunktion normalisoinniksi. Kun aaltofunktio ratkaistaan
Schrödingerin yhtälöstä, niin aaltofunktion normalisaatio säilyy. [6]
Normitetun todennäköisyystiheysfunktion avulla voidaan laskea toden-







Kun siirrytään yksiulotteisesta kvanttimekaniikasta useampiulotteiseen, niin
teoria on usein suoraviivainen yleistys yksiulotteisesta [6].
Nyt normalisointiehto on ∫ ∞
−∞
|ψ|2d3r = 1,
missä d3r = dxdydz. Tilavuuselementti pallokoordinaateissa on d3r = r2 sin θdrdθdφ,















2 sin θdθdφ = 1,
missä R on radiaaliosan normalisoitu aaltofunktio ja Y mll kulmaosan norma-
lisoitu aaltofunktio, joka on muotoa







missä ε = (−1)ml , kun ml > 0 ja ε = 1 kun ml ≤ 0 ja Pmln on assosioi-
tu Legendren polynomi. Yhtälössä l on ratakvanttiluku ja ml magneettinen
kvanttiluku. Pallofunktiot ovat myös ortogonaalisia.[6]
Aaltofunktion ratkaisuja on (2l + 1) kappaletta jokaista l:n arvoa kohti.
Nyt ml = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l. [17]
5.4 Schrödingerin yhtälö vetyatomilla
Tässä kappaleessa esitetään, millainen on todennäköisyys löytää elektroni
pallokuorelta vetyatomissa.
Bohrin atomimallin mukaan elektronit kiertävät ydintä tietyillä radoilla
[15]. Kvanttiteoria poikkeaa Bohrin atomimallista siinä, että elektronilla ei
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ole tiettyä paikkaa tai rataa vaan on olemassa ainoastaan todennäköisyys löy-
tää elektroni tietystä paikasta [15]. Koska elektronin liike ytimen ympärillä
on kolmiulotteista, niin Schrödingerin yhtälö on muutettava pallokoordinaa-
tistoon [15]. Tällöin Schrödingerin yhtälö on muotoa ∇2ψ = iD ∂
∂t
ψ + Wψ,
missä D = −2m/~, W = (2m/~2)V (x) ja V (x) hiukkasen kokema ulkoinen
potentiaali [15], [16].
Nyt vetyatomin aaltofunktio voidaan esittää kolmen yhtälön avulla, joista
jokainen riippuu vain yhdestä muuttujasta r, θ tai φ (kts. kuva 1). Tällöin
vetyatomin aaltofunktio on
ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ)
Funktio R(r) kuvaa, kuinka aaltofunktio ψ vaihtelee r:n (etäisyys ytimestä)
mukaan, kun θ ja φ ovat vakioita. Funktio Θ(θ) kuvaa, kuinka aaltofunktio
ψ vaihtelee, kun r ja φ ovat vakioita. Vastaavasti funtkio Φ(φ) kuvaa, kuinka
aaltofunktio ψ vaihtelee, kun r ja θ ovat vakioita. Nyt Schrödingerin yhtälö
voidaan esittää kolmena erillisenä yhtälönä r:n, θ:n ja φ:n funktioina: [15]
Φ− yhtälö : d
2Φ
dφ2
+m2l Φ = 0,






































Kun ml = 0 kulmaosien ratkaisufunktiot ovat Legendren polynomeja
Pl(z), missä l = 0, 1, 2, . . .. Kun ml 6= 0, niin ratkaisufunktiot ovat asso-
sioituja Legendren funktioita Pl,m(z), missä ml = −l,−l + 1, . . . , l − 1, 1.
Radiaaliosan ratkaisufunktio ratkaiseminen muistuttaa yksidimensionaalisen
Schrödingerin yhtälön ratkaisua. [17]
Nyt vetyatomin todennäköisyystiheys on
|ψ|2 = |R|2|Θ|2|Φ|2
ja todennäköisyys löytää elektroni tilavuusalkiosta dV on
P (V ) = |ψ|2dV = |ψ|2r2 sin θdrdθdφ.
[15]
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Edellä esitetystä seuraa, että elektroni voi asettua vetyatomin ytimen ym-














missä ε0 tyhjiön permittiivisyys, ~ Diracin vakio ja n pääkvanttiluku (n =
1, 2, 3, . . .). Sivukvanttiluku l ja magneettinen kvanttilukuml määräävät, mil-
lä orbitaalilla elektroni on ja ne voivat saada arvoja l = 0, 1, 2, . . . , (n− 1) ja
ml = 0,±1,±2, . . . ,±l. [15]
Sivukvanttiluku kuvaa yhdessä magneettisen kvanttiluvun kanssa ato-
miorbitaalin muotoa. Magneettinen kvanttiluku kuvaa elektronin avaruudel-
lisen sijainnin lisäksi elektronin energiaa magneettikentässä. Atomiorbitaa-
lit, joilla on sama pää- ja sivukvanttiluku muodostavat elektronikuoren ala-
kuoren. Magneettisen magneettiluvun perusteella määräytyy, kuinka monta
orbitaalia näillä alakuorilla on. [15]
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6 Fotoelektronien kulmajakaumat spektromet-
riassa









1 + βP2(cos θ)
)
(34)
kun valon aallonpituus on paljon suurempi kuin atomin koko (sähkömag-
neettinen kenttä vaikuttaa tasaisesti koko atomin yli.) ja valo on täydelli-
sesti lineaarisesti polarisoitunutta. Yhtälössä ( dσ
dΩ
)lin,pol on dierentiaalinen
vaikutusala, θ sähkömagneettisen säteilyn polarisaatiovektorin ja elektronin
nopeusvektorin välinen kulma ja β kulmajakaumaparametri (anisotropiapa-
rametri), joka voi saada arvoja väliltä [−1, 2]. Kulmajakaumaparametri β
riippuu ionisoitavat orbitaalin muodosta, joka puolestaan riippuu kvantti-
luvuista l ja ml. Esimerkiksi, jos elektroneja ionisoidaan s-orbitaalilta, niin
syntyvät aallot (p-aalto) ovat ainakin osittain erilaisia kuin ionisaatiossa p-
orbitaalilta (s-, p- ja d-aallot). Tällöin fotoelektronien kulmajakaumat ovat
erilaiset ja kulmajakaumaparametrit erisuuret. [18]
Fotoionisaatiomittaukset suoritetaan puolipallolanalysaattorilla, jossa de-
tektori ei havaitse vain yhteen kulmaan θ tulevia elektroneja, vaan detektori
havaitsee elektroneja jollakin välillä [θ − dθ, θ + dθ]. Tässä tutkielmassa sel-
vitämme, millaisen virheen tämä aiheuttaa mittauksissa saatuihin kulmapa-
rametrin β arvoihin.
Kuvissa 8-11 on esitetty tilanne, jossa polarisaatiovektori ê ja elektronien
nopeusvektori k̂ osoittavat kulmiin ωph, ωe ja φe x- ja z-akseleiden suhteen.
Huomaa, että fotoneilla on vain polarisaatiovektori.
Kuva 8: Polarisaatiovektori osoittaa kulmaan ωph ja elektronin nopeusvektori
kulmiin ωe ja φe.
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Kuva 9: ϕ = π − φe.
Kuva 10: Tilanne xy-tasossa.
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Kuva 11: Tilanne yz-tasossa.
Koska kulman θ arvoa ei tiedetä, on se ilmoitettava kulmia ωph, ωe ja
φe käyttäen. Hyödynnetään tässä pallotrigonometrian ominaisuuksia. (Kuva
12)
Kuva 12: Pallokolmio, joka muodostuu pallon keskipisteen ja vektoreiden ẑ,
ê ja k̂ muodostamien tasojen ja pallon pinnan leikkauksena syntyvistä pallon
isoympyröiden kaarista.
Pallotrigonometrian mukaan
cos θ = cosωe · cosωph + sinωe · sinωph · cosϕ (35)
missä ϕ = π − φe.
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6.1 Kulmaparametrin lausekkeen johto käyttäen
Schmidtin assosioitujen Legendren polynomien sum-
mausta










1 + βP2(cos θ)
)




Pm2 (cosωe) · Pm2 (cosωph) · cos(mϕ)
=P 02 (cosωe) · P 02 (cosωph) · cos(0) + P 12 (cosωe) · P 12 (cosωph) · cos(ϕ)
+ P 22 (cosωe) · P 22 (cosωph) · cos(2ϕ)
Assosioidut Legendren polynomit saadaan yhtälöstä (16) eli















sillä P2(cos θ) =
1
2








(3 cosωe − 1) =
1
2







(3 cos2 ωe−1) =
1
2




















(3 cosωph−1), P2,1(cosωph) = 3 sinωph cosωph
ja P2,2(cosωph) = 3 sin
2 ωph.
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Nyt Schmidtin assosioidut Legendren polynomit saadaan yhtälöitä (22)
ja (23) käyttämällä.
P 02 (cosωe) = P2,0(cosωe),























3 sinφe cosφe ja









Pm2 (cosωe) · Pm2 (cosωph) · cos(mϕ)
=P 02 (cosωe) · P 02 (cosωph) · cos(0) + P 12 (cosωe) · P 12 (cosωph) · cos(ϕ)




(3 cos2 ωe − 1) ·
1
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2 ωph · cos(2ϕ)























2 ωph · cos(2ϕ)
)]
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Tässä dierentiaalisen vaikutusalan yhtälössä ωph on diskreetti (0
◦, 45◦, 90◦ tai 54, 74◦),
mutta ωe ja ϕ = π − φe eivät ole. Integroidaan dierentiaalinen vaikutusa-
la kulma-aukeamien ωe,1 → ωe,2 ja φe,1 → φe,1 yli. Koska dierentiaalinen















































(3 cos2 ωe − 1) · P2(cosωph) + 3 sinωe cosωe


















(3 cos2 ωe sinωe − sinωe) · P2(cosωph)






















cos3 ωe) + cosωe)






















3 ωe,1 − cos3 ωe,2



















3 ωe,1 − cos3 ωe,2




sin2 ωph(cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)− 9 cosωe,2




(σe,2 − σe,1) =
{




3 ωe,1 − cos3 ωe,2
+ cosωe,2 − cosωe,1)(φe,2 − φe,1)− sinωph cosωph(sin3ωe,2 − sinωe,1)
· (sinφe,2 − sinφe,1) +
1
16
sin2 ωph(cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)− 9 cosωe,2
+ 9 cosωe,1) · (sinφe,2 cosφe,2 − sinφe,1 cosφe,1)
)]
Merkitään






3 ωe,1 − cos3 ωe,2
+ cosωe,2 − cosωe,1)(φe,2 − φe,1)− sinωph cosωph(sin3ωe,2 − sinωe,1)
· (sinφe,2 − sinφe,1) +
1
16
sin2 ωph(cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)− 9 cosωe,2
+ 9 cosωe,1) · (sinφe,2 cosφe,2 − sinφe,1 cosφe,1)
Lisäksi merkitään, että
p = (σe,2 − σe,1)/σ,
mikä kuvaa todennäköisyyttä, jolla elektroni havaitaan kyseisellä detektorin
geometrialla. Tällöin
4π · p = a+ β · b
eli
β =




6.2 Kulmaparametrin lausekkeen johto käyttäen
neliöön korotusta
Pallotrigonometrian mukaan
cos θ = cosωe · cosωph + sinωe · sinωph · cosϕ,
missä ϕ = π − φe. Tällöin
cos2 θ = = (cosωe · cosωph + sinωe · sinωph · cosϕ)2
= cos2 ωe cos


































(3 cos2 θ − 1)
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.
















2 ωph + 2 cosωe cosωph sinωe sinωph





















2 ωph + 2 cosωe cosωph sinωe




















cos2 ωe sinωe cos
2 ωph + 2 cosωe sin
2 ωe cosωph




















cos2 ωph · (−
1
3
cos3 ωe) + 2 cosωph
· sinωph cos(π − φe) · (
1
3


































2(π − φe) · (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)− 9 cosωe,2
+ 9 cosωe,1)
)


























· (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)− 9 cosωe,2 + 9 cosωe,1) ·
1
2
(φe + sinφe cosφe)
)








3 ωe,1 − cos3 ωe,2)




sin2ωph · (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)− 9 cosωe,2 + 9 cosωe,1)




(cosωe,2 − cosωe,1)(φe,2 − φe,1)
]
Merkitään







3 ωe,1 − cos3 ωe,2) · (φe,2 − φe,1)




sin2ωph · (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)− 9 cosωe,2 + 9 cosωe,1)




(cosωe,2 − cosωe,1)(φe,2 − φe,1)
]
Lisäksi merkitään, että
p = (σe,2 − σe,1)/σ,
mikä kuvaa todennäköisyyttä, jolla elektroni havaitaan kyseisellä detektorin
geometrialla. Tällöin
4π · p = a+ β · b′,
eli
β =
4π · p− a
b′
(37)
Osoitetaan, että yhtälöiden (36) ja (37) b:n ja b′:n arvot vastaavat toisiaan.













3 ωe,1 − cos3 ωe,2) · (φe,2 − φe,1) +
1
16
sin2 ωph · (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)













3 ωe,1 − cos3 ωe,2) · (φe,2 − φe,1) +
1
16
sin2 ωph · (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)
− 9 cosωe,2 + 9 cosωe,1) · (φe,2 − φe,1) +
1
2






3 ωe,1 − cos3 ωe,2) · (φe,2 − φe,1) +
1
16
sin2 ωph · (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)
− 9 cosωe,2 + 9 cosωe,1) · (φe,2 − φe,1) +
1
2





3 ωe,1 − cos3 ωe,2) +
1
16
sin2ωph · (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)






Käytetään nyt trigonometrian kolminkertaisen kulman kaavaa cos 3x = 4 cos3 x−





3 ωe,1 − cos3 ωe,2) +
1
16
sin2ωph · (cos(3ωe,2)− cos(3ωe,1)









3 ωe,1 − cos3 ωe,2) +
1
16
sin2ωph · (4 cos3 ωe,2 − 3 cosωe,2









3 ωe,1 − cos3 ωe,2) +
1
16
(1− cos2 ωph) · (4 cos3 ωe,2





































cos2 ωph cosωe,2 −
3
4











(φe,2 − φe,1)(3 cos2 ωph cos3 ωe,1 − 3 cos2 ωph cos3 ωe,2 + 3 cos2 ωph cosωe,2




(φe,2 − φe,1)(3 cos2 ωph − 1)(cos3 ωe,1 − cosωe,2 + cosωe,2 − cosωe,1),
joten b = b′.
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7 Tulosten tarkastelu
Oletetaan, että fotoionisaation elektronien kulmajakaumat noudattavat yh-









1 + βP2(cos θ)
)
.
Kun halutaan tutkia kulmajakaumaparametria β, fotoionisaatiospektri eli
dierentiaalinen vaikutusala mitataan kahdessa eri kulmassa. Kun polarisaa-
tiovektorin ja elektronien nopeusvektronin väliset kulmat ovat 0◦ ja 90◦, niin







on I0 kulmassa 0
◦ ja I90 kulmassa 90












































I0(1− β/2) = I90(1 + β)




Muita mahdollisia kulman arvoja ovat 45◦ ja 54,74◦, jota käytetään, kun ha-
lutaan mitata fotoelektronisepktri, jossa havaittujen orbitaalien intensiteetit



























missä y = 3 cos2(54, 74◦)− 1 ≈ −0,0002116692
Tutkitaan nyt, miten yhtälöt (38)-(40) toimivat, kun detektori ei havait-
sekaan vain yhteen kulmaan tulevia elektroneja. Kun huomioitiin, että de-
tektori havaitsee elektroneja kulma-aukeamalla, niin päädyttiin tulokseen
4π · p = a+ β · b,
joten
p =
a+ β · b
4π
(44)
Nyt yhtälöiden (38)-(43) ja (44) β-arvot ovat erit, sillä yhtälössä (44) on
otettu huomioon, että detektori havaitsee elektroneja tietyllä alueella. Mer-
kitään yhtälön (44) kulmaparametria β′:lla. Koska kulmajakaumaparametri
voi saada arvoja väliltä [−1, 2], niin nyt β′ ∈ [−1, 2].
7.1 Kulmaparametrin virhe, kun detektori on ympyrä-
mäinen
Selvitetään, millainen virhe kulmajakaumaparametriin aiheutuu, kun de-
tektori havaitsee elektroneja kulma-aukeamalla, missä 0◦ < ωe < 15
◦ ja
0◦ < φe < 360
◦. Tällöin siis oletetaan, että detektori olisi ympyrämäinen.
Nyt yhtälöä (36) (tai (37)) saadaan yksinkertaistettu, sillä sin(0◦) = 0,
sin(360◦) = 0, cos(0◦) = 1 ja cos(360◦) = 1. Nyt












(3 cos2 ωph − 1) ja p = σe,2−σe,1σ .
Lasketaan ensin, millainen kulmaparametrin arvo β olisi, jos detektori ole-
tettaisiin pistemäiseksi. Taulukkoon 3 on laskettu β:n arvot, kun mittaukset
on suoritettu kahdella eri kulmalla. Esimerkiksi, kun polarisaatiovektorin ja
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elektronien nopeusvektorin väliset kulmat ovat 0◦ ja 90◦, niin β:n arvo saa-
daan yhtälöstä (38). Nyt yhtälöiden (38)-(43) intensiteetit I = dσ
dΩ
voidaan
korvata todennäköisyyksillä p = dσ
dΩ
/σ, sillä σ supistuu pois laskettaessa kul-
maparametrin β arvoja.
Lasketaan esimerkkinä kulmaparametrin β arvo, kun polarisaatiovektori




(1− cos 15◦) + 1
8
(3 cos2 0◦ − 1)(cos 15◦ − cos3 15◦) · β′





(1− cos 15◦) + 1
8
(3 cos2 90◦ − 1)(cos 15◦ − cos3 15◦) · β′
= −0,008088095β′ + 0,017037087











eli β = 0,9495β′ ja esimerkiksi β = −0,9495, kun β′ = −1.
Taulukko 3: Kulmaparametrin β arvot, kun oletetaan detektorin olevan pis-
temäinen, 0 < ωe < 15
◦ ja 0 < φe < 360
◦.
ωph β
′ = −1 β′ = 0 β′ = 0,5 β′ = 1 β′ = 2
0◦ ja 90◦ β = −0,9495 β = 0 β = 0,4747 β = 0,9495 β = 1,8989
0◦ ja 45◦ β = −0,9495 β = 0 β = 0,4747 β = 0,9495 β = 1,8989
0◦ ja 54,74◦ β = −0,9495 β = 0 β = 0,4747 β = 0,9495 β = 1,8989
45◦ ja 90◦ β = −0,9495 β = 0 β = 0,4747 β = 0,9495 β = 1,8989
45◦ ja 54,74◦ β = −0,9495 β = 0 β = 0,4747 β = 0,9495 β = 1,8989
54,74◦ ja 90◦ β = −0,9495 β = 0 β = 0,4747 β = 0,9495 β = 1,8989
Taulukon 3 tuloksista huomataan, että β:n arvo pienenee hieman, kun
detektori oletetaan pistemäiseksi ja β′ > 0. Vastaavasti β:n arvo on vähän
suurempi, kun β′ < 0. Taulukkoon 4 on laskettu β:n arvolle aiheutuvat vir-
heprosentit, kun detektori oletetaan pistemäiseksi.
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Taulukko 4: Kulmaparametrin β virheprosentti, kun detektori oletetaan pis-
temäiseksi, 0 < ωe < 15
◦ ja 0 < φe < 360
◦.









Taulukon 4 tulosten perusteella voidaan todeta, että β:lle aiheutuu−5,053 %
virhe, kun detektori oletetaan pistemäiseksi ja β 6= 0.
7.2 Kulmaparametrin virhe pienemmällä kulma-aukeamalla
Taulukkoon 5 on laskettu kulmaparametrin arvot ja Taulukkoon 6 kulmapa-
rametrin virheprosentit kulmilla 0 < ωe < 5
◦ ja 0 < φe < 360
◦.
Taulukko 5: Kulmaparametrin β arvot, kun oletetaan detektorin olevan pis-
temäinen, 0◦ < ωe < 5
◦ ja 0◦ < φe < 360
◦.
ωph β
′ = −1 β′ = 0 β′ = 0,5 β′ = 1 β′ = 2
0◦ ja 90◦ β = −0,9943 β = 0 β = 0,4971 β = 0,9943 β = 1,9886
0◦ ja 45◦ β = −0,9943 β = 0 β = 0,4971 β = 0,9943 β = 1,9886
0◦ ja 54,74◦ β = −0,9943 β = 0 β = 0,4971 β = 0,9943 β = 1,9886
45◦ ja 90◦ β = −0,9943 β = 0 β = 0,4971 β = 0,9943 β = 1,9886
45◦ ja 54,74◦ β = −0,9943 β = 0 β = 0,4971 β = 0,9943 β = 1,9886
54,74◦ ja 90◦ β = −0,9943 β = 0 β = 0,4971 β = 0,9943 β = 1,9886
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Taulukko 6: Kulmaparametrin β virheprosentti, kun detektori oletetaan pis-
temäiseksi, 0 < ωe < 5
◦ ja 0 < φe < 360
◦.









Taulukon 6 tulosten perusteella voidaan todeta, että β:lle aiheutuu−0,570 %
virhe, kun detektori oletetaan pistemäiseksi ja β 6= 0.
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8 Yhteenveto
Fotoionisaatiossa atomeista ja molekyyleistä irronneiden elektronien kulma-








1 + βP2(cos θ)
)
,
kun ionisoivat valon aallonpituus on paljon suurempi kuin atomin koko ja
valo on täydellisesti lineaarisesti polarisoitunutta. Yhtälössä θ on sähkömag-
neettisen säteilyn polarisaatiovektorin ja elektronin nopeusvektorin välinen
kulma ja β anisotropia- eli kulmajakaumaparametri.
Tämän tutkielman tarkoituksena oli selvittää, millainen virhe kulmaja-
kaumaparametriin aiheutuu, kun elektroneja havaitseva detektori oletetaan
pistemäiseksi, vaikka todellisuudessa detektori havaitsee elektroneja tietyllä
kulma-aukeamalla [θ − dθ, θ + dθ].
Kun halutaan nimenomaan tutkia kulmajakaumaparametria β, fotoioni-
saatiospektri (eli dierentiaalisen vaikutusalan dσ/dΩ) mitataan kahdessa eri
kulmassa, eli esimerkiksi siten, että polarisaatiovektorin ja elektronin nopeus-
vektorin välinen kulma on ensin 0◦ ja sitten 90◦. Muita mahdollisia kulman
arvoja ovat 45◦ ja 54,74◦, jota käytetään, kun halutaan mitata fotoelektroni-
sepktri, jossa havaittujen orbitaalien intensiteetit eivät riipu β-parametrista.
Hyödyntämällä pallotrigonometrian ja Legendren polynomien ominaisuuk-
sia saadaan osoitettua, että kulmajakaumaparametriin aiheutuu virhettä,
kun detektori oletetaan pistemäiseksi. Esimerkiksi, jos oletamme detekto-
rin olevan ympyrämäinen, niin virheen ylärajaksi saadaan noin −5 %. Toisin
sanoen kulmajakaumaparametrin arvo pienenee hieman, kun ympyrämäisen
detektorin oletetaan olevan pistemäinen ja todelliset kulmajakaumaparamet-
rin arvot ovat positiivisia.
Syy siihen, miksi ongelman ratkaisemiseen tarvitaan Legendren poly-
nomeja on nähtävissä, kun tutkitaan kolmiulotteista kvanttimekaniikkaa.
Kvanttimekaniikasta tuttujen aaltofunktioiden lausekkeissa esiintyy Legendren
polynomeja, kun ratkaistavana on aaltofunktion kulmaosan yhtälö. Lisäksi
aaltofunktioissa esiintyvät kvanttiluvut ovat yhteydessä kulmajakaumapara-
metriin, sillä tämän arvo riippuu ionisoitavat orbitaalin muodosta, joka puo-
lestaan riippuu kvanttiluvuista.
Nykyään detektoreita suunnitellaan siten, että se havaitsee elektroneja
mahdollisimman suurella kulma-aukeamalla. Näin ollen on hyvä tiedostaa,
että oletus pistemäisestä detektorista aiheuttaa kulmajakaumaparametrin ar-
volle useamman prosentin virheen.
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